DISCRIMINANTES, RESULTANTES Y FUNCIONES
HIPERGEOMETRICAS

ALICIA DICKENSTEIN

Esta es una version sin graficos de la Conferencia “Alberto Gonzalez
Dominguez” que ofreci el 21 de septiembre de 2001 en San Luis,
durante la LI Reunion Anual de la Union Matematica Argentina.
Agradezco nuevamente a las autoridades de la UMA por esta in-
vitacion.

Esta exposicién y gran parte de mis ultimos trabajos estan ins-
pirados en los trabajos de I. M. Gelfand, M. M. Kapranov y
A. V. Zelevinsky, y la principal referencia es su libro “Discrim-
inants, Resultants and Multidimensional Determinants” [?]. En
su busqueda de la construccién de una teoria general de funciones
hipergeométricas multivariadas, encontraron hermosas conexiones
con muchas cuestiones en dlgebra y combinatoria, redescubriendo
y revitalizando conceptos clasicos en teoria de eliminacién.

1. DISCRIMINANTES

1.1. Primeros ejemplos y motivaciones. Comencemos con un ejem-
plo bien conocido. Consideremos un polinomio de grado dos:

ft) = at* +bt+c, a#0
y su discriminante
(1.1) A(f) = Ala, b, c) = b* — 4ac.

Entonces, A(a,b,c) = 0 < existe t € C que es raiz doble de [ <
existe t € C tal que f(t) = f'(t) = 0 < la terna (a,b,c) es tal que
existe ¢ € C satisfaciendo simultdneamente at? + bt 4+ ¢ = 2at +b = 0.
57
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Geométricamente, la hipersuperficie {(a,b,c) € C*/A(a,b,c) =
0} es la proyeccién sobre las tres primeras coordenadas de la sub-
variedad de C* definida por la interseccién de las hipersuperficies
{(a,b,c,t)/at®> + bt + ¢ = 0} y {(a,b,c,t)/2at + b = 0}, es decir,
se ha eliminado la variable t.

En general, dado un polinomio univariado genérico de grado n:

ft) = ap+art+---+ayt", a,#0,

es conocida cldsicamente la existencia de un polinomio discriminante
A(f) = An(f) = Alao,...,a,) € Zlag,...,a,) irreducible y tnico
salvo signo que verifica A(ayo,...,a,) # 0 < f tiene todas sus raices
simples < f(t) = f'(t) = 0 no tiene solucién. Esta nocién tiene
numerosas aplicaciones en teoria de ntimeros. También podemos aso-
ciar un discriminante a un polinomio univariado ralo (o sparse, en
inglés). Por ejemplo, fijemos los exponentes A = {0,2,3,6} v fa(t) =
ao + ast? + ast® + agtS. Entonces si fa tiene algin cero multiple, se
anula el discriminante

A 4(ag, ag, az, ag) = —108a3a; — 34.992a3a3ai + 8.748a2azas

—729a0a$ + 8.640agajazas + 1.024a5as + 13.824a2a3a? + 46.656a5a;.

Notar que 108 = 112233, 729 = 3333, 1.024 = 224*,46.656 = 6°.

La teoria de discriminantes estd intimamente relacionada a nuestros
esquemas de vision. Lo que vemos de un objeto Y es su borde, es decir,
los puntos p de ¥ para los cuales el rayo de luz de nuestro ojo a p es
tangente a Y, o més precisamente, una proyeccion de su borde. Si
suponemos que establecemos un sistema de coordenadas proyectivas
donde nuestros ojos estan en el infinito del eje z, y la superficie ¥ esta
descripta por una ecuacién polinomial {F(z,y, z) = 0}, buscamos la
proyeccion A(z,y) = 0 sobre el plano (z,y) (dada por el discriminante
respecto de z) de la curva de contacto definida por el par de ecuaciones
F(z,y,2) = “%(z,y,2) = 0.

Por otro lado, si miramos {F(z,y,z) = 0} como una familia de
curvas planas C, parametrizadas por z, cuando A(xzg,yo) # 0, pode-
mos despejar z = g(z,y) cerca de (xg,yp). Es decir, pasa una tnica
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curva C, por cada punto. Esto provee unicidad en la ecuacién difer-
encial implicita F(x,y, j—g) = 0, ya que es localmente equivalente a la
ecuacién diferencial explicita de primer orden dy/dx = g(x,y), y las
soluciones singulares de la ecuacion estan contenidas en la variedad
discriminantal A(z,y) = 0.

La distancia a la variedad discriminantal esta relacionada con la
inestabilidad numérica [?]. Consideremos el polinomio de Wilkinson

p(t) =(t+1)(t+2)...(t+19)(t + 20),

que claramente tiene 20 raices reales. Sin embargo, el polinomio
q(t) = p(t) + 1079 obtenido por una pequefia perturbacién de
uno de los coeficientes de p tiene s6lo 12 raices reales y 4 pares
de raices complejas conjugadas, un par con parte imaginaria aprox-
imadamente +0,88i. Podemos explicar este fendémeno en términos
del discriminante. Miremos la familia uniparamétrica de polinomios
pa(t) = p(t) + at'®. Entonces p(t) = py y q(t) = pro-o. Para que
un par de raices complejas conjugadas “se unan” para dar dos raices
reales, debe haber un valor del parametro a para el cual, ambas raices
coincidan, es decir, es necesario atravesar los ceros del discriminante
A(a). En efecto, A(a) resulta ser un polinomio de grado 20 con 15 de
sus raices muy cercanas a 0, y en particular, existe una raiz a entre
0y 107%. Es decir, que los coeficientes de p son muy cercanos a los
coeficientes de un polinomio con una raiz multiple.

1.2. A-discriminantes. Fijemos un conjunto finito A = {ay,...,a,}
de puntos enteros en Z¢ y consideremos el polinomio ralo genérico con
exponentes en A (y coeficientes variables z = (z1,...,2,)):

fa(t) = fa(z;t) = ot + - Fxpt™, t=(tg,...,tq).

Llamemos Z4 a la variedad

0 0
{2 € C" /existet € (C*) tal que fa(t) = 2A(1) = ... = P4y gy,
oty Oty
Cuando Z4 es una hipersuperficie, es decir tiene codimension 1, existe
un polinomio irreducible Ay € Z[zy, ..., x,] definido salvo signo tal

que Z4 = {A4 = 0} [?]. Notemos que si As(x) # 0, la hipersuperficie
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{t € (C*)?/ fa(t) = 0} es no singular. Cuando la codimensién de Z,
no es 1, definimos el A-discriminante como el polinomio constante 1.

Mencionemos que es posible asociar a A una variedad térica proyec-
tiva cuya variedad dual es precisamente la variedad discriminantal
Z 4. Asimismo, el Problema 16 de Hilbert, que concierne la clasifi-
cacion topoldgica de curvas reales no singulares definidas por poli-
nomios reales bivariados, lleva al estudio de las componentes conexas
del complemento de una variedad discriminantal.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.1. Si A ={0,1,2} € Z, el polinomio genérico ralo f4(t) =
T + Tot + x35t? es simplemente el polinomio genérico de grado dos que
consideramos en §?7, y el discriminante ralo Ay = 23 — 4x,73 es el
polinomio A(xs, z2, 1) en (7).

Ejemplo 1.2. Sea A = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} el conjunto de vér-
tices del cuadrado unitario en el plano. En este caso, fa(t) = x1 +
Tot1 + x3ts + w4tity y el discriminante ralo es simplemente A4 (x) =
T1T4 — X2X3.

Ejemplo 1.3. Supongamos que A C Z2? es el conjunto de los 10
puntos enteros del tridngulo con vértices en el origen, en (3,0) y en
(0,3). Entonces, f4 es un polinomio cibico genérico en 2 variables y
A4 (el discriminante de una curva eliptica general) es un polinomio
de grado 12 en 10 variables con 2.040 monomios.

Recordemos que dado un polinomio de Laurent g(x) = )~ o caz®
(donde F' es un subconjunto finito de Z™), el politopo de Newton
N(g) de g es la capsula convexa en R™ del conjunto de exponentes
presentes en g con coeficiente no nulo {a € F /¢, # 0}. Conocer
el politopo de Newton de un polinomio permite estudiar su compor-
tamiento asintotico.

Algunos problemas en este contexto son:

Dado un conjunto finito A de puntos con coordenadas enteras:

(1) ; Qué monomios aparecen en A7, o ;Cudl es el politopo de
Newton N(A4)?
(2) ; Qué grado tiene A 4?7
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(3) i, Qué coeficientes aparecen?
(4) ; Cuéndo es Z,4 una hipersuperficie?

Cuando A consiste de d + 2 puntos minimamente afinmente depen-
dientes (un circuito), como en los ejemplos 7?7 y 77, las respuestas a
estas preguntas son conocidas, y relativamente sencillas. Hay respues-
tas parciales a estas preguntas en [?] en el caso general, donde N(A,)
es descripto combinatoriamente en términos de triangulaciones regu-
lares de la capsula convexa de A con simplices cuyos vértices estan en
A. El caso de codimension dos (es decir, cuando A tiene d + 3 puntos,
y la dimensién de su cédpsula convexa es d) ha sido abordado en [?, 7],
incluyendo algoritmos para el cdlculo de A-discriminantes.

En vez de hacer definiciones generales y citar resultados precisos,
nos limitaremos en esta exposicion a desarrollar un ejemplo elemental
de codimension dos para ilustrar algunos de estos resultados.

Ejemplo 1.4. El polinomio univariado genérico de grado 3

Tomemos A = {0,1,2,3} C Z. El polinomio genérico ralo fa(t) =
xo + 21t + 2ot? + 25t es simplemente el polinomio genérico de grado
3 en una variable y el discriminante es en este caso

Ay = —27x3x§ + x%x% — 4x§$3 — 4950373 + 18xgxr 12223,

El politopo de Newton N (A ) es la capsula convexa en R* del conjunto
{(2,0,0,2),(0,2,2,0),(0,3,0,1),(1,0,3,0),(1,1,1,1)}. Notemos que

N(A,) es de hecho un poligono contenido en el plano {a € R* / o +

a; + ag + ag = 4, a3 + 2a5 + 3as = 6}. En particular, Ay es un
polinomio homogéneo de grado 4 y la dimensién de N(A,4) es igual al

cardinal de A menos 2. Es facil comprobar que de hecho N(A,4) es un
cuadrildtero con vértices en los puntos (2,0, 0, 2), (0,2, 2,0), (0, 3,0, 1), (1,0, 3,0),
y el quinto punto resulta ser un punto interior.

Observemos por otro lado la capsula convexa de A, es decir el seg-
mento I = [0,3] en la recta real. Hay cuatro “ triangulaciones” o
particiones posibles de I, es decir, cuatro subdivisiones en simples de
dimensién 1, o sea segmentos:

L] Tl = {[0,3}}
oIy = {[07 1}7 [173]}
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Notemos que si en cada caso multiplicamos los valores de ¢, donde ¢
recorre las longitudes de los segmentos en la triangulacion, obtenemos
respectivamente 3% = 27,1122 = 4;221! = 4 y 1'1'1'1! = 1, que son
salvo signo los coeficientes de los monomios en A 4 que corresponden
a los 4 vértices del politopo de Newton. Estos vértices pueden recupe-
rarse a partir de las 4 triangulaciones de la siguiente manera: a cada
triangulacién T;, i = 1,2, 3,4, asignémosle el vector 3; € Z* cuya j-
ésima coordenada, 7 = 0,1,2, 3, es igual a la suma de las longitudes
de los segmentos en la triangulacion T; para los cuales el punto j es
un extremo. Entonces los vértices son los puntos 5; — (1,0,0,1).

Se llama un dual de Gale de A, a una coleccion de 4 vectores enteros
en el plano by, by, ba, bs tales que la matriz B € Z**? cuyas filas son los
vectores b;, verifica que sus columnas generan sobre Z las relaciones
enteras de dependencia afin entre los puntos de A. En nuestro caso,
podemos por ejemplo tomar los vectores by = (1,0),b; = (=2,1),bs =
(1,—2),b3 = (0, 1). Si dibujamos los vectores en el plano, las semirrec-
tas por el origen que generan parten el plano en cuatro conos convexos,
que corresponden precisamente a las 4 triangulaciones de 1.

Ordenemos los vectores b; en sentido antihorario, y consideremos
el cuadrilatero () construido a partir del origen yuxtaponiendo estos
vectores, es decir, con vértices en (0,0), (1,0),(1,1)y (—1,2). Notemos
que @ tiene un inico punto entero interior, el (0,1). Asociemos a cada
vector b; = (b;1,b;2) la transformacion lineal det;(m) = det(b;, m) =
biimsg — bigmy. Llamemos v; (resp. p;) al minimo (resp. maximo) de la
funcional det; sobre @, para i = 0,1,2,3. Resulta v = (0,—3,0, —1),
w=(2,0,3,1). El politopo de Newton N(A,) es la imagen de @ por
la transformacion afin que envia el vector m del plano al vector de
R* cuya i-ésima coordenada es igual a det;(m) — v;, 1 =0,1,2,3. En
particular, vértices van a vértices, y es posible calcular el grado y las
homogeneidades del discriminante, como ya vimos.

Asimismo, es posible recuperar la longitud de I (que es el grado de la
variedad térica asociada a A) a partir de B de dos maneras diferentes.
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Por un lado, como la semisuma de los maximos ;: % (24043+1) =3,
y por otro, como el producto 2 x 2 de la suma de las coordenadas
positivas en cada una de las dos columnas de B menos un indice
asociado a los vectores by, by que viven en el interior de cuadrantes
opuestos y que se define como el minimo de los médulos |by1b9s| =4y
|brabar| = 1.

Todas las propiedades que hemos enunciado son un caso particular
de teoremas generales.

2. RESULTANTES

2.1. Una breve introduccién. Comencemos con dos ejemplos clasicos.

Ejemplo 2.1. Polinomios en una variable
Fijemos dos enteros positivos di, ds y consideremos polinomios ge-
néricos en una variable con estos grados:

dy

fO) =) ait', g(t)= 22 bit' .

1=0

El sistema f(t) = g(t) = 0 es en general sobredeterminado y no tiene
solucién. Es clasicamente conocido que existe un polinomio irreducible
Ra, 4,(f,9) = Ray.a,(ao,...,a4,0bo,...,ba,) con coeficientes enteros e
irreducible llamado la resultante de f y g, cuya anulacién en los co-
eficientes de f y g es equivalente al hecho de que los dos polinomios
tengan alguna raiz compleja en comin. Geométricamente, la hipersu-
perficie {(a,b) € C1+%+2 / R, ; (a,b) = 0} es la proyeccién de la var-
iedad de incidencia {(a,b,t) € Ch+dt3 / SN g4t = S gt = 0},
o sea, se ha eliminado la variable t.

Un conocido teorema de Sylvester permite calcular la resultante
como el determinante de una matriz de tamano d; + d» cada una de
cuyas entradas es un coeficiente de alguno de los polinomios, o cero.
Por ejemplo, si d; = dy = 2, la resultante es el siguiente polinomio en
6 variables (ag, a1, as, b, by, ba):

b%a% — 2b2a0a2b0 + a%bg - blbgalao — b1a1a2b0 + azb%ao + bonCL%
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y se calcula como el determinante de la siguiente matriz 6 x 6:

apg ap ao 0 0
0 ag ai Qs 0
0 0 g ap amg
bp b1 by 0 O
0 by by by O
0 0 by by by

Ejemplo 2.2. El caso homogéneo
Consideremos n + 1 formas genéricas de grado 1 en n + 1 variables:

n
f,-(:l:):Zaijxj, ZZO,,H
i=0

Entonces, existe x # 0 tal que es solucion del sistema lineal homogéneo
fo(x) =+ = fu(z) = 0 & det(a;j) = 0. Es decir, que el determinante
es un polinomio en los coeficientes de las formas dadas que permite re-
solver el problema de eliminacién de decidir si existe o no una solucién
no trivial del sistema.

En general, fijados grados dy, ..., d,, consideremos polinomios ho-
mogéneos genéricos con estos grados

filz) = Z al, z.
{aeNG / |af=d:}

Cayley, Sylvester, Bézout y Macaulay demostraron la existencia de

un polinomio irreducible Resy, 4, € Z[a’,,i=0,...,n,|a| = d;] que
se anula en los coeficientes de fy,..., f, si y sélo si existe una raiz
comun z # 0 no trivial del sistema fo(z) = --- = f.(x) = 0, es decir,

si y solo si existe una raiz comun en el espacio proyectivo compacto
P*(C). Cuando todos los grados son iguales a 1, Res; ; coincide con
el determinante del sistema lineal.

Asi como el determinante de un sistema lineal puede utilizarse no
solo para verificar la existencia de soluciones no triviales de un sis-
tema homogéneo, sino que puede utilizarse también para calcular la
solucion de un sistema no homogéneo, es posible utilizar las resultantes
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para “resolver” sistemas algebraicos no lineales. Dados g, ..., g, poli-
nomios de grados respectivos di,...,d,, denotemos por fi(z),...,
fu(zx) sus respectivas homogeneizaciones f; = xgi gi(x1/x, ... 0/ x0).
El polinomio univariado hi(z) = Resy g, a, (1 — 2, f1,..., fn) se an-
ula en todos aquellos puntos x € C que sean la primer coordenada
de una raiz comun en de los polinomios ¢y, ..., g,. Es decir, usando
resultantes es posible eliminar n — 1 variables, y reducir la bisqueda
de las raices comunes de un sistema multivariado a la busqueda de
raices de polinomios en una variable.

Por supuesto, esto es 1util inicamente si podemos asegurar que el
polinomio obtenido no es idénticamente cero. Una condicién nece-
saria es que los polinomios g1, ..., g, tengan finitas raices comunes.
Observemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.3. Polinomios con “soporte cuadrado”
Consideremos los siguientes polinomios genéricos ralos con soporte
en el cuadrado unitario:

fi = a; + bitl + Cﬂfg + ditltg s 1= 0, 1, 2.

Para coeficientes genéricos, estos 3 polinomios en 2 variables de grado
2 no tienen raices comunes en C2. Sin embargo, sus homogeneizados
se anulan en los puntos (tg,t;,t2) = (0,1,0) y (0,0,1), para toda
eleccién de coeficientes. Por lo tanto Resz29(fo, f1, f2) = 0, y no
provee ninguna informacion.

Es necesario entonces considerar resultantes “a medida”, de acuerdo
al soporte de los polinomios. Esto ha conducido a la nociéon de A-
resultantes, o mas generalmente, de (Ay,..., A,)-resultantes, donde
A;,i = 0,...,n, son subconjuntos finitos de puntos enteros en Z"
(7,7, ?]. La familia de soportes (Ao, ..., A,) se dice esencial cuando
para todo subconjunto propio J = {iy,...,7;} de {0,...,n}, la menor
variedad afin que contiene a los puntos de la suma de Minkowski {a;, +
o tag /a, € Ay, k =1,...,j} es de dimensién mayor o igual
que j. Si esta propiedad se verifica, entonces existe un polinomio
irreducible con coeficientes enteros Res ... a,)(fao; - - - fa,) definido
salvo signo, que se anula cuando existe un punto t € (C*)™ que es
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una raiz comin de los polinomios ralos fa,,..., f4, con soporte en
Ay, ..., A, respectivamente. De hecho, la resultante se anula si y solo
si las clausuras de las hipersuperficies {t € (C*)"/ fa, = 0} (i =
0,...,n) tienen interseccién vacia en una apropiada compactificaciéon
térica de (C*)" asociada a la familia de soportes.

En la ultima década, el uso de resultantes como una herramienta
computacional para la resolucion de sistemas de ecuaciones polino-
miales, ha renovado ampliamente el interés en su estudio y en la bus-
queda de férmulas explicitas para su calculo [?, ?].

2.2. Relacién entre discriminantes y resultantes. Veremos como
es posible obtener discriminantes a partir de resultantes, y recipro-
camente. Comencemos por un ejemplo.

Ejemplo 2.4. Fijemos A = {0,2,3,6} € Z, fa(t) = o+ xot* + 231> +
z6t®, fi(t) = 2ot + 3x3t? + 626t°. Notemos que el polinomio ¢ f/(t)
tiene soporte contenido nuevamente en A, y las mismas raices que f)
en C*. Como el A-discriminante A4 se anula cuando los polinomios
fa y tf) tienen una raiz comun no nula, y la resultante Res(4 ) se
anula en un par de polinomios cuando tienen una raiz comun no nula,
pareceria que ambos polinomios coinciden. Sin embargo,

Res(aa)(fa, tf4(t)) = zoag Aa(z).

Es decir, que el discriminante es factor de la resultante, pero han
aparecido otros.

En general, fijado un conjunto finito A C Z", llamemos discrimi-

nante total al polinomio EF,4 = Res(AMA)(fA,tlaa%, . ,tn%). En-
tonces, tenemos la factorizacién
(2.1) Ei= [ A%,

A’CA, A’ facial

donde A’ es un subconjunto facial de A si se obtiene como la inter-
seccién de A con una de las caras de su capsula convexa, y los expo-
nentes 04 son enteros positivos. Estos exponentes en general no son
explicitos pero siempre §4 = 1.
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Ejemplo 2.5. Consideremos A = {a; = (0,0),a2 = (1,0),a3 = (2,0),
as = (0,1),a5 = (0,2)}, y notemos como antes fa(t) = z1t™ +. .. x5t"
el polinomio bivariado genérico con exponentes en A. Entonces, el
discriminante Ay = 4z w375 — x315 — 2307 v A tiene 6 subconjuntos
faciales propios, los tres vértices ay, as, as y los tres lados del triangulo
que es la cdpsula convexa de A. Entonces, Ay, 453 = 1y el discrimi-
nante total se factoriza como

Ea(z) = 2y w325 (1105 — 423) (2125 — 423) Aa(2).

Veamos ahora como presentar la resultante de una familia esencial
como un discriminante, mediante lo que se conoce con el nombre de
Cayley trick, ya que Cayley fue el primero en proponerlo. Dados
Ag, ..., A, CZ", definamos la configuracién de Cayley asociada A C
72"+ como

A= €0XAOU"'U€nXAn,

donde e; es el i-ésimo vector de la base canénica en Z™t!.

Ejemplo 2.6. Supongamos que n = 1, Ay = {0,1,2} y A; = {0,1}.
Entonces ey = (1,0),e; = (0,1) y la configuracién de Cayley asociada
A = {(1,0,0),(1,0,1),(1,0,2),(0,1,0),(0,1,1)} consta de 5 puntos
cuya cdpsula convexa es un trapecio en el plano {v € R® /v; +vy = 1}.

Claramente, las configuraciones de Cayley son muy especiales. Note-
mos que el polinomio genérico ralo con exponentes en A se escribe
como

fA(yOa s 7yn7t17 S 7tn) = ZyzfAz(t)a
=0

donde f,4, es el polinomio genérico ralo con exponentes en A; para
1 =0,...,n. Luego, la derivada parcial de f con respecto a la variable
y; es precisamente fa,. Si Ao, ..., A, es esencial, resulta que

Res(4,...4,) = Aa.

Sin embargo, hay una propiedad importante que permite distinguir
entre discriminantes y resultantes. Con este fin, introduzcamos los
sistemas A-hipergeométricos.



68 ALICIA DICKENSTEIN

3. FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS

El estudio de las funciones hipergeométricas en una variable se re-
monta a Euler, Gauss y Riemann, y desde entonces numerosos mate-
maticos encontraron aplicaciones y generalizaciones. FEs imposible
resumir en unos pocos minutos todo este mundo. Nos restringire-
mos a recordar la definiciéon de la funciéon hipergeométrica clasica de
Gauss para motivar la definicion de las funciones A-hipergeométricas
debida a Gelfand, Kapranov y Zelevinsky, una hermosa generalizacion
de la nocién de funcién hipergeométrica multivariada que engloba gran
parte de todos los desarrollos anteriores [?, ?].

3.1. La funcién hipergeométrica de Gauss como funcién A-
hipergeométrica. Dados 3 pardmetros complejos a, b, ¢ con ¢ ¢ Z<
(0 si ¢ € Z<, entonces a — ¢ € Z>1), la funcién hipergeométrica de
Gauss F'(a,b,c;x) se define para |z| < 1 como

L ala+1)...(a+n—-1b0b+1)...(b+n—1) 2"
F(a,b,c,x)—; cle+1)...(c+n—1) nl’

Por ejemplo, F'(a,b,b.x) = (1 —x)™%, —xF(1,1,2;2) = log(1l — x).
Es fécil verificar que F(a,b,c;x) satisface la ecuacién diferencial
lineal ordinaria

(3.1) z(l—2)y" +(c—(a+b+1Dz)y —aby =0,

y si llamamos F'(a,b,c;x) =) -, Ana", el cociente A, 41/A, es una
funcién racional de n. La ecuacién (?7) tiene tres puntos singulares
regulares en 0,1 e oo, y es, salvo normalizacién, la forma general de
una ecuacion diferencial lineal ordinaria de segundo orden con esta
propiedad.

Podemos reformular esta ecuacién diferencial en 4 variables. Dada
una funcién univariada F'(z), llamemos

XT1T4

—1,_.—a,.—b
G(x17x27x37x4) = x(lj 1)2 ax3 F( .
T2T3

Entonces, G satisface las siguientes ecuaciones diferenciales lineales
parciales, que son simplemente versiones infinitesimales de condiciones
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de homogeneidad:

(1) (2101 + 2200 + 2305 + 240, + (a+b+1—¢))(G) = 0
(2) (2202 + 2404 + a)G - 0
(3) (2303 4 2404 + b)(G) = 0

Mas aun, F' satisface la ecuacién de Gauss (?77) < G satisface la
ecuacion (4) (0104 —0903)(G) = 0. La ecuacién de Gauss es equivalente
al sistema de ecuaciones lineales en derivadas parciales dado por las
cuatro ecuaciones (1),(2),(3),(4) anteriores. Este es el sistema A-
hipergeométrico asociado a la matriz entera 3 x4 cuyas columnas estan
dadas por los vectores (1,0, 0), (1,1,0),(1,0,1),(1,1,1) y al vector 5 =
(c—1—a—0b,—a,—b).

3.2. Los sistemas A-hipergeométricos y sus soluciones racio-
nales. En general, dado un subconjunto A = {ay,...,a,} C Z¢,
consideramos la matriz (con igual nombre) A € Z@+)*" cuyas colum-
nas son los vectores (1,a,),...,(1,a,) € Z4. Para cada vector 3 =
(Bo, ..., B4) € C? el sistema A-hipergeométrico con pardmetro 3 es
el ideal H4(B) en el élgebra de Weyl en n variables generado por
los operadores de Euler Y " 2,0, — Bo, v Y1y @ijzi0; — B, para
todo j =1,...,d y por los siguientes operadores con coeficientes con-
stantes de orden superior: para cada vector v € Z" tal que A-v =0,

escribamos v = vy — v_, vy, v_ € Nfj y consideremos el operador
9lv+! glv—1
8v+ ov_ °

Decimos que una funcion holomorfa definida en un abierto de C" es
A-hipergeométrica (con parametro [3) si es una solucién del sistema de
ecuaciones diferenciales en n variables definido por los operadores en
HA((). Este sistema es holénomo regular, y para vectores 3 genéricos,
su rango holonémico es el volumen normalizado de la capsula convexa
de A. El lugar singular del sistema coincide con los ceros del discrim-
inante total {E4 = 0}.

Ejemplo 3.1. Para el sistema equivalente al sistema de Gauss que
definimos en la seccion §77, el lugar singular es la hipersuperficie
definida por {zixex3z4(r124 — 2223) = 0}, y el rango holonémico,
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es decir la dimensién del espacio de soluciones locales holomorfas en
un punto fuera del lugar singular, es igual a 2.

Un problema importante en este contexto es el estudio de la mono-
dromia de las funciones A-hipergeométricas. Este es actualmente un
problema abierto, del cual s6lo hay respuestas cuando la dimensién del
ntcleo de A es 1, que se reduce al caso clasico de una variable, y para
ciertos casos particulares en dos variables. En particular, un prob-
lema es caracterizar las funciones A-hipergeométrias invariantes por
la monodromia, es decir, estudiar las soluciones racionales de H([3)
para 3 necesariamente entero (y resonante).

Dado que el lugar singular esté descripto por los ceros del discrim-
inante total y en vista de la factorizacién (?7), una funcién A-hiper-
geométrica racional tiene como denominador un producto de ciertas
potencias de A4 y de los discriminantes de subconfiguraciones faciales
de A. Tenemos el siguiente resultado [?]:

Teorema 3.2. Para configuraciones generales, el discriminante A4
aparece en el denominador de una funcion A-hipergeométrica racional
(para algin pardmetro entero ) < A es la configuracion de Cay-
ley asociada a una familia esencial Ay, ..., A,. Por lo tanto, un A-
discriminante aparece en el denominador de una funcion A-hipergeo-
métrica racional si y solo si el discriminante es de hecho una resul-
tante Res(a,,...A,). Mas ain, todas las soluciones racionales que no
son polinomios de Laurent, se expresan en términos de residuos.

Por ejemplo, si consideramos el sistema A-hipergeométrico asociado
al polinomio univariado genérico de grado dos, es decir al subcon-
junto A = {0,1,2} del ejemplo ??, la funcién (22 — 4x123)" Y2 es
A-hipergeométrica (con pardmetro (—1,—1)), pero no existe ninguna
solucién racional con polos en la variedad discriminantal {A4 = 0}.

No hemos definido en esta breve exposicién la nociéon de configu-
racion general que aparece en el enunciado del Teorema 7?7, pero tiene
un significado muy preciso y alude a una propiedad que se verifica
genéricamente. El resultado es también cierto para todas las configu-
raciones de dimension uno, dos o tres, o de codimensién uno, y para las
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configuraciones de Lawrence [?, 7, ?]. La conjetura es que el teorema
vale para cualquier configuracién A, y demostrarla completamente es
actualmente un problema abierto cuya solucion implicaria resolver su-
tiles problemas de clasificacién geométrica y problemas diofanticos.
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